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Skema.

Komente té pérgjithshme:

(K1) Cdo zgjidhje e ploté vlerésohet me 15 piké.

(K2) Gabim i vogél né arsyetim apo Llogaritje ............ooiuiiiniiiiiii i -1 piké
(K3) Rezultati i sakté pa ndonjé arsyetim . ...........oo.iuienounitonn it 0 piké
(K4) Vizatimi i figurés né detyrat e gjeometrise ............ouiuiuirieninin e 0 piké
(K5) Né skemat e méposhtme, nénpikét (Ai.j) (pér shembull (A1.2)) jané piké té pjesshme g€ mund t'i

fitojé nxénési nése nuk ka fituar té gjitha pikét nga (Ai) (pér shembull (A1)).

. Sa numra natyroré té njéspasnjéshém mund té kemi mé sé shumti, té tillé qé secili nga ta mund té shénohet

si prodhim i saktésisht dy numrave té thjeshté?

Zgjidhje: Supozojmé qé kemi 4 numra té tillé. Atéheré dy nga ta jané ¢ift. Ata mund t’i shénojmé si 2p
dhe 2¢, ku supozojmé qé 2p < 2q. Meqé jané numra ¢ift t€ njépasnjéshém, atéheré ¢ = p + 1. Tani kemi
dy numra té thjeshté té njépasnjéshém, prandaj e vetmja mundési éshté p = 2 dhe ¢ = 3. Atéheré kemi
numrat 4 dhe 6, qé do té thoté qé kemi edhe numrin 5, por 5 nuk ésht prodhim i dy numrave té thjeshté.

Pér 3 numra mund té marrim 33 =3-11,34=2-17dhe 35=5-7.
Piké té pjesshme:
(Pikét nén A dhe nén B nuk jané aditive.)

(A1) Vértetimi qé nuk mund t'i kemi mé shumé se 3 numra .............. ... 10 piké
(Al.1) Konstatimi qé mes 4 numrave té njépasnjéshém kemi dy numra ¢ift ..................... 3 piké
(A1.2) Vértétimi gé nuk mund t’i kemi dy numra ¢ift té njépasnjéshém ........................ 7 piké

(B1) Arsyetimi g€ mes 4 numrave té njépasnjéshém kemi njé shuméfish té numrit 4 .............. 4 piké

(B2) Arsyetimi gé ai numér duhet t€ Jet€ 4 ... ..o 3 piké

(C1) Shembulli me 3 NUINTA ..ottt ettt e e e e 5 piké

. Eshté dhéné trekéndéshi AABC. Le té jené D, E pika né brinjén BC, F' njé piké né brinjén AC dhe G

njé piké né brinjén AB, té tilla q¢ DEFG éshté katror. Nése Sagr = Spap + Scer, gjeni me vértetim
Sacr

Sparc’
Zgjidhje. Le té jeté z gjatésia e brinjés sé katrorit DEFG dhe y gjatésia e segmentit BD dhe z gjatésia e
h
segmentit C'E. Le té jeté h gjatésia e lartésisé nga A né GF. Nga kushti kemi % = % + % =h=y+z.
h
Tani, nga Teorema e Talesit, pasi q¢ GF || BC kemi qé = v = 2  h =2 Tani
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Skema.

Zgjidhje.

Skema.

4.

Piké té pjesshme:

(Pikét nén A, nén B dhe nén C nuk jané aditive mes vete.)

(A1) VEItetim g8 B = g b 2 ottt e e 5 piké
(A2) VETEEtIMI g8 = @ oottt 3 piké
(B1) Vértetimi qé trekéndéshi i formuar nga bashkimi i ABGD dhe ACFE

6shté i ngjashém me AAGEF ... . 7 piké

(B2) Vértetimi i kongruencés sé atyre trekéndéshave

(C1) Reduktimi i problemit né llogaritjen e BC pérmes njé ekuacioni kuadratik sipas brinjés BC' .8 piké

. Gjeni té gjitha treshet e numrave natyroré (a,b, ¢) té tilla qé té tre numrat

a n a b n b ¢ n c
b ¢ a ¢ a b
jané numra natyrore.

Pa humbur pérgjithésimin mund té supozojmé qé a < b < ¢. Atéheré kemi qé
a

a
- <2
b+c_ ’

prandaj § + 2 € {1,2}.
Rasti 1. § + % =2.

Mosbarazimet kthehen né barazime, nga kemi qé a = b = ¢, qé qartazi éshté zgjidhje e detyrés. Pra, njé
treshe e tillé éshté (a,b,c) = (k, k, k) pér ¢do numér natyror k.

Rasti 2. ¢ + % =1.

Atéheré kemi a = %, prandaj

b b b+c b 2b
-+ -= +-=—+1
a ¢ c c ¢

éshté numeér natyror, nga kemi qé % éshté numér natyror. Meqé %b < 2, kemi gé Q—Cb e {1,2}.

Rasti 2.1. 22 = 2.

(&

Nga kjo kemi qé b = ¢, prandaj a = g—z = %. Késhtu qé kéto treshe (a, b, c) jané té formés (k, 2k, 2k), qé
gartazi funksionojné pér ¢cdo numeér natyror k.

Rasti 2.2. 22 =1.

C

Nga kjo kemi qé ¢ = 2b, prandaj a = %2 = %b, késhtu qé b duhet té plotpjesétohet me 3. Le té shénojmé

b = 3k, nga marrim a = 2k dhe ¢ = 6k. Prandaj né kété rast kemi treshet (a,b,c) = (2k, 3k, 6k), qé
qartazi vlejné pér ¢cdo numér natyror k.

Pérfundimisht té gjitha treshet qé e plotésojné kushtin jané (a,b,c) = (k, k, k), (k, 2k, 2k), (2k, 3k, 6k) pér
k numér natyror dhe té gjitha pérmutacionet e tyre.

(A1) Vértetimi q@ § 4+ % <2 oo 5 piké
(A2) RaSti § 4 & = 2 oo 1 piké
(A3) Rasti § 4 =1 ... 9 piké
(A1) 22 e {1,2} ..o 6 piké
(A3.2) Rasti 22 =1 ..o i 2 piké
(A3.2) Rasti 22 =2 ... 1 piké
Le té jeté n > 2 njé numér natyror. Né tavoliné jané vendosur numrat

1,2,...,n.

Dy lojtaré, Albani dhe Besa, luajné me radhé. Albani fillon i pari. Né c¢do lévizje, lojtari qé ka radhén
zgjedh njé numér ende té pazgjedhur nga tavolina. Loja pérfundon kur té gjithé numrat jané zgjedhur.



Né fund, secili lojtar mbledh numrat qé ka zgjedhur. Le té jené S4 dhe Sp pérkatésisht shumat e numrave
té zgjedhur nga Albani dhe Besa. Albani fiton nése S, éshté shuméfish i Sp, pra nése ekziston njé numér
natyror k i tille qé

Ss=kSp.
Né té kundért, fiton Besa. Gjeni té gjitha vlerat e n pér té cilat Albani ka strategji fituese.
Zgjidhje. Le té jeté

1
T=14+24+.---4+n= @

Né fund kemi S4 + S ="T.
Nése A fiton, atéheré

Sy =kSp

pér ndonjé k € N. Prandaj
T:SA+SB:(]€+1)SB.

Pra A fiton vetém nése Sp éshté pjesétues i T.

Do té tregojmé se pérgjigjja éshté
n=23.

Pér n = 2, Albani thjeshté zgjedh numrin 2. Pér n = 3, Albani zgjedh fillimisht 3. Nése Besa zgjedh 1,
atéheré S4 = 5 dhe S = 1, ndérsa nése Besa zgjedh 2 atéheré S, = 4 dhe S = 2.

Tani do té tregojmeé se pér ¢do n > 4, lojtari B ka strategji fituese.

Kushti 1. Le té jeté D =S4 — Sp. Q Vérejmé se nése D < 0 ose 0 < D < %, atéheré Albani nuk fiton.

k+1
Pér fitoren e Albanit duhet té kemi D = (k —1)Sp dhe T'= (k +1)Sp, por nga kushti 0 < k — 1 < %

rrjedh qé 1 < k < 2, gé éshté absurditet.

1. n cift. Le té jeté n = 2m.

a. Nése m éshté tek, B i ndan numrat né ¢iftet e méposhtme.
(1,2),(3,4),...,(2m — 1,2m).

Sa heré qé A zgjedh njé numér nga njé ¢ift, B zgjedh numrin tjetér té atij ¢ifti.
Né ¢do ¢ift, diferenca midis numrit té€ marré nga A dhe numrit t€ marré nga B éshté 1 ose —1.
Prandaj D = 4+14+14---+ 1 me gjithsej m terma. Meqé m éshté tek, kemi D # 0, dhe pér mé
tepér | D] < m.
Nga ana tjeter,

T=142+---4+2m=m2m+1).
Pér m > 3 kemi

m(2m+1) T
m< =2

3
Pra nga kushti 1, Albani nuk fiton.
b. Nése m éshté cift, m > 4, B pérdor ciftet

(1,2m),(2,3), (4,5),...,(2m — 2,2m — 1).

Me njé argument té ngjashém si mé lart, D = +(2m—1)£1+14---+1. Kjo shumé nuk mund
té jeté 0, sepse 2m — 1 > m — 1,e pér mé tepér |[D| < 2m — 1)+ (m—1)=3m —2. Pérm >4
kemi 2 N7
m(2m +
In—2< ——~ = —.
" 3 3
Pra nga kushti 1, A nuk fiton.

c. Nése m éshté ¢ift, m = 2 Kjo do té thoté se n = 4. Atéheré B pérdor ciftet
(1,4),(2,3).
Njé llogari e shpejté tregon se rastet e mundshme jané
(54,58) = (7,3),(6,4),(4,6),(3,7).

Né asnjé rast S4 nuk éshté shuméfish i Sg. Pra pér n = 4, A nuk fiton.



2. n tek. Le té jeté n =2m + 1.

a. Nése m = 2. Atéheré n = 5 dhe T' = 15. Qé A té fitojé, duhet qé Sp té jeté pjesétues i 15,
pra Sp € {1,3,5}. Nése A nuk zgjedh 5 né lévizjen e paré, atéheré B zgjedh 5. Késhtu né fund
Sp > 5, prandaj A nuk fiton. Nése A zgjedh 5 né lévizjen e paré, atéheré B zgjedh 4. Pastaj
B zgjedh njé numér gé nuk e bén shumeén e tij 5. Kjo éshté gjithmoné e mundur. Pra edhe pér
n =5, B fiton.

b. Nése m = 3. Kjo do té thoté se n = 7 dhe T' = 28. Atéheré nga ciftet

(1,2),(3,4),(5,6)

lojtari B merr njé numér nga secili ¢ift. Prandaj Sp € {9,10,11,12}. Por, pjesétuesit e 28 jané
1,2,4,7,14,28. Asnjéri nga 9,10, 11,12 nuk éshté pjesétues i 28. Pra A nuk fiton.
c. Nése m > 3. Atéheré n > 7. B pérdor ciftet

(1,2),(3,4),(5,6),...,(2m — 1,2m),

ndérsa numri 2m + 1 lihet i vecanté.
Strategjia e B éshté: sa heré qé A zgjedh njé numér nga njé cift, B zgjedh numrin tjetér té atij
¢ifti, nése éshté e mundur. Né fund, B ka zgjedhur saktésisht njé numér nga secili ¢ift.
Prandaj
1434+ +2m—-1)<Sp<2+4+---+2m.

ose m? < Sg <m(m+1).
Nga ana tjetér, T =142+ -+ 2m+1) = 2m+1)(m+1).
Pér m > 4 kemi

T T

m? > — dhe m(m+1) < —.

3 2
Pra T T
- <8 —.
3 =783

T
Por nése Sp éshté pjesétues i T dhe Sp < T/2, atéheré duhet té kemi Sp < —. Kjo éshté

3
kontradikté. Pra A nuk fiton.
Pra pér ¢do n > 4, lojtari B ka strategji fituese. Pérfundimisht, vlerat e kérkuara jané n = 2 dhe n = 3.
Skema. Piké té pjesshme:

((B1) nuk éshté aditive me pikat tjera té skemés.)

(A1) Rasti 1 Git ..o e 8 piké
(A2) RSl 1 16K .ottt 7 piké

(B1) Shénimi i njé strategjie té Besés qé garanton Sp > % pér n mjaftueshém té madh, me vértetim .. 2
pikeé



