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1. Le té jeté AABC trekéndésh brinjéndryshém kéndngushté dhe le té jeté O gendra e rrethit té jashtéshkruar
té tij. Drejtéza AO pret brinjén BC né pikén D. Rrethi (BDO) pret brinjén AB sérish né pikén E dhe
rrethi (CDO) pret brinjén AC sérish né pikén F. Drejtéza EF pret rrathét (BDO) dhe (CDO) sérish né
pikat P dhe @, pérkatesisht. Vértetoni qé drejtézat BP dhe C'Q priten né rrethin (ABC).

Shénim. Me (XY Z) nénkuptojmé rrethin e jashtéshkruar té trekéndéshit AXY Z.

Zgjidhje. Le té jeté X piképrerja e BP dhe C'Q. Dihet qé X gjendet né rrethin (ABC) vetém nése
/BAC = /BXC, pra detyra éshté ekuivalente té tregojmé se shuma e kéndeve /X BC dhe /X CB eshte
180° — ZBAC. Pra duhet té tregojmé qé /PBD + ZQCD = 180° — ZBAC. Pasi BDOE dhe CDOF
janeé cikliké, kemi qé

/PBD+ /£QCD = /DEF + /DFE = 180° — ZFDE = 180° — ZOBA — ZOCA = 180° — ZBAC.

Pra vértetuam qé 180° — ZBAC = ZPBD + ZQCD qé tregon se /ZBAC = /BXC. Pérfundojmé qé
ABCX éshté ciklik, pra X gjendet né rrethin (ABC).




2. Le té jeté n > 3 numeér natyror. Né secilin katror njési té tabelés me dimensione n x n vendoset ndonjé
numér natyror, né ményré té tillé qé secili rresht té pérmbajé mé sé shumti tre numra té ndryshém dhe
secila shtyllé té pérmbajé mé sé shumti tre numra té ndryshém. Meé sé shumti sa numra té ndryshém
mund té vendosén né tabel€?

Zgjidhje. Fillimisht, ekziston vendosja e 2n + 1 numrave té ndryshém né tabel€ si vijon.

2n+1| 1 1 1 1 [n+1
1711 1| n|2n
1 1 1 n—12n-1| 1
11114 11111
1|3 [nt+3 11111
2 |n+2| 1 11111

Supozojmé qé ekziston njé vendosje me té paktén 2n + 2 numra té ndryshém. Atéheré duhet té ekzistojné
dy rreshta qé pérmbajné nga tre numra, té gjithé kéta té ndryshém mes vete (kjo sepse pérndryshe, nése i
konsiderojmé vetém numrat e ndryshém mes vete, do té kishim mé sé shumti 3+2+2+...+2=2n+1
numra té ndryshém). Tani konsiderojmé shtyllat e tabelés. Secila shtyllé i pérmban dy numra té ndryshém
nga kéta dy rreshta, qé do té thoté g€ secila mund té keté mé sé shumti edhe njé numeér té ri. Prandaj,
numri maksimal i numrave té ndryshém éshté n + 6 (6 nga dy rreshtat dhe nga njé pér secilén shtyllé).
Atéheré duhet té vlejé q¢ n+6 > 2n+ 2, pran < 4.

Pér n = 4, kemi qé numri maksimal éshté mé sé shumti n + 6 = 10. Njé konstruktim me 10 numra éshté
si vijon.

Ndérkaq, pér n = 3, qartazi numri maksimal éshté 9.

Prandaj, numri maksimal i kérkuar éshté 9 pér n = 3, 10 pér n = 4 dhe 2n + 1 pér n > 5.



3. Le té jené k dhe ¢ numra natyroré té tillé qé pmmp(k, £) = 1. Gjeni té gjithé numrat natyroré a dhe b té
tillé qé
pmmp (ak + b8 -2, a +b* —2) =ab—1.

Zgjidhje. Pa humbur nga pérgjithésia, supozojmé qé a > b. Do té tregojmé qé b = 1. Supozojmé qé
b > 1. Atéheré meqé ab — 1| a* + b* — 2 né vecanti, kemi

ab—1 | b (a® +b* — 2) = (ab)* + b?* — 20",
Meqé ab =1 (mod ab — 1) kemi qé
ab—1]0%* —2bF + 1= (b" - 1)%.
N& ményré té ngjashme kemi & ab — 1 | (b* — 1)2. Meqé pmmp(k, ¢) = 1 kemi
ab—1 | pmmp((b* —1)%, (b° — 1)%) = (pP==**0 —1)% = (b —1)%.
Por meqé a > b > 1 kemi gé
ab—1>b0*—1>b>—-2b+1=(b—1)2,
qé bie né kundérshtim me ab — 1| (b — 1)%. Prandaj pérfundojmé qé b = 1. Vérejmé qé a = b = 1 nuk
éshté zgjidhje, pasi pmmp(0, 0) nuk éshté 0 (pasi ¢gdo numér natyror pjeséton 0). Pérfundojmé qé té gjitha
zgjidhjet jané (a,1) dhe (1,a) ku a > 1 éshté numér natyror, pasi nga pmmp(k, ¢) = 1 kemi

pmmp(a® —1,af — 1) = aprp(Rl) ] — g 1.



4. Gjeni té gjitha funksionet f: R — R té tillé qé pér ¢farédo numra realé z dhe y vlen
fla+yfle) =af (°f(z) +y).

Zgjidhje 1. Shkruajmé me P(z,y) relacionin e dhéné. Nga P(0,0) kemi f(0) = 0.
Shqyrtojmé rastin kur ekziston a # 0 e tillé qé f(a) = 0. Nga P(a,z) kemi
0= f(a) = fla+zf(a)) = af (a’f(a) + z) = af(z) = af(z) =0,

pra f(z) =0 pér ¢do x € R, qé éshté qartazi zgjidhje.
Tani mund t&é supozojmé se f(a) = 0 atéheré dhe vetém atéheré kur a = 0. Nga P(x, —23f(z)) pér x # 0

kemi 1

f (a: — x3f(x)2) =0=z= J,‘Sf(l‘)Q = f(a;)2 =3
Pra pér ¢do numér real x # 0, kemi f(x) = 1/z ose f(x) = —1/x. N&é veganti kemi f(—1) = 1 ose
f(=1) = —1. Nése f(—1) = 1, nga P(—1,0) kemi f(—1) = —f(—1), qé nuk éshté e mundur. Prandaj
(1) = 1.

Tutje tregojmé se f éshté funksion tek. Nga P(—1,z — 1) kemi

fleo) = f(1+ (@ - Df(=1) = =f(=f(=D) + 2 - 1) = = f(2).

Tani tregojmé se né fakt f(z) = % pér ¢do = > 0. Pasi kemi treguar se f éshté tek, kjo mjafton pér té
pérfunduar qé f(z) = L pér ¢do = # 0. Duke shkruar z = t? > 0 dhe duke pérdorur gé f(t) = =1 dhe qé
f éshté tek, nga P(t,0) kemi

1= [ = tf (1) = t](£) = £/,

ku shenja né fillim éshté e njejté me shenjén né fund. Nga kjo pérfundojmé qé f(z) = % pér z > 0, cka
duhej treguar.

Tregojmé se funksioni f(z) = % pér x # 0 dhe f(0) = 0 éshté zgjidhje. Nése z = 0, atéheré P(0,y) vlen
pasi té dyja anét e barazimit jané té barabarta me 0. Nése x # 0, atéheré duhet té vlejé

f (Iz ”’) — of(@®+y).

xT

Nése 22 +y = 0, té dyja anét e barazimit sipér jané té barabarta me 0. Nése 22 4y # 0, atéheré barazimi
sipér qartazi vlen, pasi
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Zgjidhje 2. Pasi kemi treguar qé f(z)? = % pér z # 0 dhe f(—1) = —1 (né rastin f # 0) sikur né
zgjidhjen sipér, nga P(z,y — 23 f(x)) fitojmé

ff(@)) =zf(y) (1)

pér ¢cdo x,y € R. Duke fiksuar y # 0, kemi qé funksioni f éshté injektiv. Meqé f(—1) = —1, f(1)? =1
dhe f éshté injektiv, kemi f(1) = 1. Marrim y = 1 né (1) dhe kemi

f(f(z) == (2)

pér ¢do z € R. Duke zévendésuar y me f(y) né (1) dhe duke pérdorur (2), kemi f(f(z)f(y)) = zy pér ¢do
x,y € R. Prandaj f(f(f(x)f(y))) = f(zy), késhtu qé duke pérdorur (2) pérséri kemi f(xy) = f(z)f(y)
pér ¢do z,y € R. Nga kjo kemi f(2?) > 0 prandaj f(2?) = % pér « # 0 dhe f(—2?) = f(-1)f(2?) = — %
pér x # 0. Pérfundojmé qé f(x) = % pér ¢do x # 0 dhe f(0) = 0, qé éshté zgjidhje (si¢ e kemi treguar né
zgjidhjen sipér).



