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1. Numrat natyroré ai,as,...,a19 jané vendosur né njé rreth né kété renditje sipas drejtimit té akrepave té

orés, né ményre té tille qé bashkésité
{a1, a2}, {az, a3}, ..., {a1s,a19},{a19, a1}

jané té ndryshme mes vete. Té paktén sa numra té ndryshém jané vendosur né rreth?
Shénim. Bashkésia {z,z} éshté bashkésia njé-elementéshe {z}.
Zgjidhje 1. Supozojmé gé kjo mund t€ arrihet me 6 numra té ndryshém, pér shembull numrat 1,2, 3,4, 5, 6.
Atéheré njé numeér i caktuar, pér shembull numri 1, shfaqget té paktén [%1 = 4 heré. Secili nga kéta katér
njésha pérmbahet né dy bashkési, {x,1} dhe {1,y}. Pra kemi 8 bashkési qé pérmbajné numrin 1, e prej
kétyre bashkésive vetém dy mund té jené té njéjta (kjo ndodh né rastin kur kemi kemi dy numra 1 fqinjé).
Pra kemi té paktén 7 bashkési té ndryshme qé pérmbajné numrin 1, por kjo nuk éshté e mundur sepse

ekzistojnvetém 6 bashkési té tilla: {1,1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6}. Njé vendosje me 7 numra éshté
dhéné mé poshté.

Zgjidhje 2. Tregojmé né njé menyré tjetér qé nuk mund té kemi saktésisht 6 numra té ndryshém.
Supozojmé qé ky éshté rasti dhe shqyrtojmé grafin komplet me (g) + 6 = 21 brinjé, ku 6 prej tyre jané
brinjé ciklike. Secili kulm i grafit ka shkallé saktésisht 7 (secila brinjé ciklike kontribuon 2 né shkallén e
kulmit pérkatés). Né menyré qé té plotésohet kushti i detyrés, grafi me 6 kulmet dhe brinjét

{ala 0,2}, {(1270,3}, ey {alg,a19}7 {a19a al}

duhet té jeté cikél Eulerian. Nga Teorema e Eulerit, kjo ndodh atéheré dhe vetém atéheré kur né grafin
me 19 brinjé, ¢do kulm ka shkallé ¢ift. Por ky graf fitohet nga grafi i ploté duke larguar vetém 2 nga
brinjét, prandaj éshté e pamundur qé té gjitha kulmet té kené shkallé ¢ift, pasi largimi i dy brinjéve i
ndryshon shkallét e mé sé shumti katér kulmeve né c¢ift.



2. Bshté dhéné trekéndéshi kéndngushté brinjéndryshém AABC dhe pika D né brinjén AB. Le té jeté E
piké né brinjén AC, e tillé qé drejtézat DE dhe BC' jané paralele. Supozojmé qé ekzistojné pikat R dhe
S né brinjén BC ashtu q¢ /BRD = %ABAC = /CSE. Le té jeté wy rrethi qé kalon népér pikat B, D, R

dhe wy rrethi gé kalon népér pikat C, S, E. Supozojmé qé rrathét w; dhe wo priten né dy pika té ndryshme
P dhe Q.

Tregoni qé kur pika D léviz népér brinjén AB duke u plotésuar kushtet e mésipérme, atéheré rrethi i
jashtéshkruar i trekéndéshit AAPQ kalon népér njé piké fikse té€ ndryshme nga A.

Zgjidhje. Meqé DEFE || BC kjo do té thoté se ZDRS = ZRDE. Mirépo
/BAC

/DRS = /DRB = =/ESC = /ESR,

pra ZRDE = Z/DRS = ZRSFE qé na jep se katérkéndéshi DERS éshté ciklik. Nga teorema e boshteve
radikale né rrathét wy, we dhe (DERS), prerja e drejtézave DR dhe ES ndodhet né drejtézén PQ dhe
kété prerje e shkruajmé me T'. Tutje kemi

/DTE =180° — ZTDE — ZTED = 180° — ZBAC,

prandaj ADTE éshté ciklik. Kjo do té thoté se LZTAD = /TED = ZBQAC, prej nga rrjedh qé pika T
ndodhet né simetralen e kéndit BAC. Pérkufizojmé W = AT N BC. Pastaj qartazi kemi ZWRD =
/W AD prandaj W RAD éshté ciklik. Nga kjo kemi AT x WT = DT x RT = PT x QT, prandaj APWQ

éshté ciklik, qé do té thoté se (APQ) kalon népér W, e cila éshté piké fikse e ndryshme prej A.




3. Gjeni té gjitha polinomet Q(x) me koeficienté numra té ploté pér té cilét ekziston ndonjé numér i ploté
£ # 01 tillé qé pér ¢do numér té thjeshté p kemi

plQIQ?2) - Qp—1)+.

Zgjidhje. Qartazi @ nuk éshté polinomi 0, pasi pastaj p | ¢ pér ¢do numér té thjeshté p, mirépo
¢ # 0. Shkruajmé Q(x) = 2*R(z) ku k > 0 éshté numri mé i madh i ploté i mundshém dhe R(z) =
a;x" + -+ a1z + ag éshté polinom i tillé qé R(0) = ag # 0. Nga kushti i detyrés kemi qé

pl((p—=1N*RR(2) - R(p— 1) + L.
Nga Teorema e Wilson-it vlen (p — 1)! = —1 (mod p), prandaj
R(1)---R(p—1) = (=12 (mod p).

Nése polinomi R nuk éshté konstant, atéheré nga Teorema e Schur-it kemi qé ekzistojné pafundésisht numra
té thjeshté p té tillé q¢ R(n) = 0 (mod p) pér ndonjé numér natyror n. Pér p > |¢| kemi (—1)F+1¢ £ 0
(mod p), prandaj R(n) Z 0 (mod p) pér 1 <n < p—1. Késhtu pér kéta numra té thjeshté patjetér duhet
té kemi p | R(0) = ag. Nga kjo kemi ag = 0 gé bie né kundérshtim me R(0) = ag # 0. Pérfundojmé qé
polinomi R éshté konstant, prandaj Q(x) = apz® pér ndonjé numér té ploté ag # 0 dhe k > 0. Nga kushti
i detyrés pér ndonjé numeér té thjeshté p > max{|ap|, |¢|}, duke pérdorur Teoremén e vogél té Fermat-it
a?~' =1 (mod p) dhe pérséri Teoremén e Wilsonit (p — 1)! = —1 (mod p), kemi

-1+ 0= (-1) +£=0 (mod p)

pér ¢do numér té thjeshté p > max{|ag|, |¢|}, prandaj £ = £1. Nése ekziston ndonjé numér i thjeshté pg i
tillé qé po | ao, atéheré nga kushti i detyrés pér p = py kemi

A N (p-1)NF+£1=+1=0 (mod po),

@é nuk éshté e mundur. Prandaj ag = +1 poashtu. Pérfundojmé duke pérdorur Teoremén e Wilsonit qé
té gjitha zgjidhjet jané Q(x) = z* pér té cilén £ = (—1)**! dhe Q(z) = —2* pér té cilén £ = —1, ku k > 0
éshté numér i ploté.



4. Le té jeté N bashkésia e numrave natyroré dhe R* bashkésia e numrave realé pozitivé. Gjeni té gjithé
funksionet f: N — RT té tillé qé vlejné kushtet vijuese njékohésisht:

(i) Pér ¢farédo numra natyroré a < b < ¢ ¢é formojné varg aritmetik, kemi qé numrat f(a) < f(b) < f(c¢)
formojné varg gjeometrik;

(ii) Pér ¢farédo numra natyroré a < b < ¢ qé formojné varg gjeometrik, kemi qé numrat f(a) < f(b) < f(¢)
formojné varg aritmetik.

Shénim. Njé varg themi gé éshté aritmetik nése ndryshimi i cilitdo term té vargut me termin paraprak
éshté konstant. Njé varg themi qé éshté gjeometrik nése raporti i cilitdo term me termin paraprak éshté
konstant.

Zgjidhje 1. Tregojmé qé té gjitha zgjidhjet jané funksionet konstante pozitive. Meqé pér ¢do numeér
natyror n numrat n < n+ 1 < n+ 2 jané varg aritmetik, kemi qé f(n) < f(n+1) < f(n + 2) éshté varg
gjeometrik, prandaj f(n+2)/f(n+1) = f(n+1)/f(n). Pasi kjo vlen pér ¢do numér natyror, kemi qé vargu
f(n+1)/f(n) éshté konstant, késhtu qé ekzistojné konstantet pozitive d dhe r té tilla qé f(n) =d-r"~!
pér ¢do numeér natyror n. Meqé f duhet té jeté rrités, kemi r > 1.

Meqé 1,2, 4 formojné varg gjeometrik, kemi qé f(1) < f(2) < f(4) formojné varg aritmetik, prandaj
fO+fA)=2f2)=d+d-r*=2d-r=r"-2r+1=0= (r—1)(r*+r—-1) =0,

nga kemi 7 = 1 ose 72 +r = 1. Mirépo pér r > 1 qartazi kemi > +r > 2 > 1, prandaj r = 1, nga kemi qe
f(n) éshté konstant dhe qartazi ¢do funksion konstant pozitiv e plotéson kushtin.

Zgjidhje 2. Nga f(1) < f(2) < f(3) né varg gjeometrik kemi f(1)f(3) = f(2)?. Ngjashém kemi
f(2)f(4) = f(3)% Nga f(1) < f(2) < f(4) né varg aritmetik kemi f(1) + f(4) = 2f(2). Le té jeté
f(2)/f(1) = r. Duke zgjidhur kété sistem sipas f(1) dhe r kemi

fd) = f()r®, f(3) = f(1)r* dhe f(2) = f(1)r.
Nga ekuacioni f(1) + f(4) = 2f(2) kemi
fO+ ) =2f)r* = r* —2r+1=0 = (r—1)(*+7r—-1)=0.
Meqé f(1) < f(2) kemi r > 1, mirépo sikur né zgjidhjen sipér pérfundojmé qé r = 1, prandaj f(1) = f(2).

Mirépo tani vargu gjeometrik f(1) < f(2) < f(3) < f(4) < --- éshté konstant, dhe té gjitha vargjet e
tilla e plotésojné kushtin.



5. Pér njé numér natyror té pérbéré n, le té jeté w(n) numri mé i madh natyror qé nuk éshté relativisht i
thjeshté me n dhe éshté mé i vogél se n.

(a) Gjeni té gjithé numrat natyroré ¢ift qé mund té shkruhen si n + w(n) pér ndonjé numér natyror té
pérbéré n.

(b) Tregoni gé pér ¢farédo 2026 numra natyroré té njépasnjéshém, té paktén njéri prej tyre éshté numér
i pérbéré tek i tillé qé mund té shkruhet si n + w(n) né sé paku dy ményra té ndryshme.

Zgjidhje. Sé pari kemi w(n) = n — p ku p = p(n) éshté pjesétuesi i thjeshté mé i vogél i n, sepse
pérndryshe pmmp(n,n — w(n)) > 1 por éshté e pamundur gé numri n — w(n) té€ jeté mé i vogél se p. Pra
kemi

n+w(n):2n—p:p(2n—1>
p

ku p = p(n).

(a) Tani nése M éshté ¢ift dhe M =p (2% — 1) pér ndonjé numér té pérbéré n, atéheré p = 2 dhe 44 M,
pasi numri 2% — 1 éshté tek. Cdo numér i tillé ¢ift mund té shkruhet duke marrur n = (M + 2)/2,

pra
M2
M:2<2 ; —1).

(b) Supozojmé qé n+w(n) = m+w(m) = N pér ndonjé numér té pérbéré tek N. Le té jeté p pjesétuesi
i thjeshté meé i vogél i numrit n dhe ¢ pjesétuesi i thjeshté mé i vogél i numrit m. Atéheré kemi

() i)

Pra né vecanti kemi pq | N, prandaj nése shkruajmé N = pgt pér ndonjé numér tek ¢, kemi

t+1 t+1
n:p(q; )dhem:fJ(p;r )

Tani marrim p = 3, = 7 (me vetiné qé pt + 1 = gt + 1 = 2 (mod 4) né menyré qé numrat n dhe
m té jené tek) dhe déshirojmé té zgjedhim pafundésisht numra ¢ té tillé qé pjesétuesi mé i vogél i
numrit n éshté 3 dhe pjesétuesi mé i vogél i numrit m éshté 7. Pér kété mjafton té marrim ¢ té tillé
qé
Tt+1=3t+1=2 (mod4)dhe3dt+1=1 (mod 5),
pra
t=3 (mod4)dhet=0 (mod5).

Té gjithé numrat e tillé ¢ jané té formés t = 20k + 15, prandaj mjafton té marrim
N = pqt = 21(20k + 15) = 420k + 315

ku k > 0 éshté numér i ploté. Qartazi N éshté numér tek dhe numra té tillé kemi né secilin interval
prej 2026 numrash té njépasnjéshém.



6. Né secilin katror njési té njé tabele me dimensione n x n, Ana vendos njé nga numrat 1,2, ...,n? né ndonjé

renditje, duke pérdorur secilin numér saktésisht njé heré. Né secilin hap, Beni zgjedh njé katror njési.
Ana pastaj ia lexon Benit né ndonjé renditje té réndomté té gjithé numrat né rreshtin dhe shtyllén qé
pérmban katrorin e zgjedhur nga Beni, duke lexuar numrin né até katror vetém njé heré. Sa éshté numri
mé i vogél i hapave qé i duhen Benit né menyré qé té mund té pércaktojé saktésisht se cili numér éshté
né secilin katror njési té tabelés?

Zgjidhje. Riformulojmé problemin si vijon. Né vend qé Beni té zgjedhé njé katror njési, themi se Beni
vendos njé top shahu (tani e tutje do t’i referohemi si top) né njé katror njési. Topi sulmon té gjithé
katrorét né rreshtin dhe kolonén e tij, duke pérfshiré katrorin e vet dhe katrorét qé mund té jené té
bllokuar nga topa té tjeré. Vérejmé se renditja e zgjedhjes sé katroréve nuk éshté e réndésishme, prandaj
mund t€é supozojmé gé Beni i vendos topat né c¢farédo renditje.

Lemé. Numrat né tabele mund té pércaktohen atéherée dhe vetém atéheré kur ¢do katror sulmohet nga njé
bashkési unike topash.

Vértetim. Nése dy katroré sulmohen nga e njéjta bashkési topash, atéheré numrat e tyre do té lexohen
vetém kur té vendosen ata topa dhe éshté e pamundur té pércaktohet cili numér i pérket cilit prej kétyre
dy katroréve. Anasjelltas, nése ¢do katror sulmohet nga njé bashkési unike topash, atéheré pér ¢do katror
ekziston njé numeér unik qé lexohet kur vendosen topat qé e sulmojné até dhe gé nuk lexohet pér asnjé
katror tjetér. O

Njé vendosje e tillé mund té arrihet duke vendosur n + | %] topat né katrorét e shénjuar si vijon.

X

X

X X
X X

Pérdorim Lemén pér té treguar se kjo vendosje funksionon. Véreni se nése njé katror sulmohet nga njé
bashkési prej tre ose mé shumé topash qé nuk ndodhen né té njéjtin rresht ose koloné, atéheré asnjé
katror tjetér nuk mund té sulmohet nga po ajo bashkési topash. Prandaj, na mbetet té shqyrtojmé vetém
katrorét né diagonalen kryesore dhe né kuadrantin e sipérm djathtas. Pér té gjithé kéta katroré éshté e
lehté té shihet se ata kané njé bashkési unike topash nga té cilét sulmohen.

Tani tregojmé se ky éshté numri minimal i topave té nevojshém. Eshté e lehté té shihet se kjo vlen pér
n =1 dhe n = 2. Pér n > 3, le té supozojmé se kemi njé vendosje té vlefshme topash. Supozojmé se ka
njé rresht pa topa. Atéheré té gjithé rreshtat e tjeré do té duhej té pérmbanin té paktén dy topa, sepse
nése ndonjé rresht do té pérmbante vetém njé, atéheré katrori i atij topi, sé bashku me katrorin né té
njejtén koloné né rreshtin bosh, do té sulmoheshin nga e njéjta bashkési topash. Prandaj numri i topave
né tabelé do té ishte té paktén 2(n — 1) > n 4+ | 5] pér n > 3. Pérfundojmé se t& gjithé rreshtat duhet té
pérmbajné topa, dhe e njéjta gjé vlen pér kolonat nga simetria.

Le té jeté R; bashkésia e topave té vendosur né rreshtin ¢ dhe le té jeté C; bashkésia e topave té vendosur
né kolonén j. Nga Lema, bashkésité S; ; = R; U C; duhet té jené té ndryshme. Le té jeté I bashkésia
e atyre 1 < ¢ < n té tillé qé |R;| = 1, dhe le té jeté J bashkésia e atyre 1 < j < n té tillé qé |C;| = 1.
Meqgenése ¢do rresht dhe ¢do koloné ka té paktén 1 top dhe gjithsej kemi m topa pér t’i vendosur, kemi
[I| > n — (m —n) = 2n — m dhe ngjashém |J| > 2n —m.

Le té jeté K numri i topave qé jané té vetém né rreshtin e tyre, ashtu edhe né kolonén e tyre. Nése
kemi dy rreshta té ndryshém ¢; dhe is té tillé qé né secilin prej tyre ka vetém njé top, atéheré kolonat
pérkatése j1, jo jané gjithashtu té ndryshme. Kjo vlen sepse pérndryshe (nése j; = jo = j) do té kishim
Sinj = Ri, UC; = Ry, UC; = S, j, né kundérshtim me Lemén. N&é ményré té ngjashme, nése kemi dy



kolona té ndryshme j; dhe jy té tilla qé né secilén prej tyre ka vetém njé top, atéheré rreshtat pérkatés
jané gjithashtu té ndryshém. Nga kjo rrjedh se

K=|InJ =|I+]|J|—|TUJ|>2(2n—m)—n=3n—2m. (1)

Sé fundi, tregojmeé se K < 1. Nése kemi dy topa r, 7’ g€ jané té vetém si né rreshtat e tyre iy, i2, ashtu edhe
né kolonat e tyre ji, jo, pérkatésisht, atéheré kemi S;, ;, = {r,r'} = S,, j,, né kundérshtim me Lemén.

Pérfundojmé nga (1) se 3n — 2m < 1, qé éshté ekuivalente me m > |22 | =n + %], cka duhej vértetuar.



