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1. Jané dhéné k letra me numrat 1,2,... k. Ana dhe Beni luajné njé lojé me radhé, ku Ana fillon e para.
Né ¢do 1évizje, lojtari qé luan e largon njé nga letrat e dhéna. Loja pérfundon kur mbesin vetém dy letra.
Beni e fiton lojén nése shuma e té gjitha letrave qé jané larguar plotpjesétohet me k, pérndryshe lojén e
fiton Ana. Cili lojtar ka strategji fituese nése:

(a) k=207
(b) k=267
Zgjidhje: (a) Le té jené a dhe b dy numrat e mbetur né fund. Kemi
2021

qé do té thoté se Beni fiton vetém nése shuma e dy numrave té mbetur éshté 10 (mod 20). Meqé a +b <
19 + 20 = 39, shumat e tilla jané 10 dhe 30. Kemi kéto dyshe si vlera t& mundshme té (a, b):

(1,9),(2,8),(3,7), (4,6), (10,20), (11,19), (12, 18), (13,17), (14, 16).

Ana e fiton lojén pérderisa dy numrat e fundit nuk jané njéra nga kéto dyshe. Kemi 9 dyshe té tilla dhe
Ana ka 9 lévizje. Strategjia e saj éshté qé né ¢do 1évizje ta largojé nga njé numér nga secila dyshe me
radhé (nése dy letrat me numra nga njéra dyshe vegse jané larguar nga Beni mé herét, ajo thjesht vazhdon
te dyshja tjetér). Né kété ményré, dy numrat e mbetur né fund nuk do té japin shumén 10 ose 30, qé do
té thoté se Ana e fiton lojén.

(b) Le té jené a dhe b dy numrat e mbetur né fund. Kemi

2627 _
5 =

14+24...+26= 13 (mod 26),

qé do té thoté se Beni fiton vetém nése shuma e dy numrave té mbetur éshté 13 (mod 26). Meqé a +b <
26 + 27 = 53, shumat e tilla jané 13 dhe 39. Kemi kéto dyshe si vlera té mundshme té (a,b):

(1,12),(2,11), (3,10), (4,9), (5,8), (6,7), (13,26), (14, 25), (15, 24), (16, 23), (17, 22), (18,21), (19, 20).

Beni e fiton lojén nése dy numrat e fundit jané njéra nga kéto dyshe. Vérejmé qé ¢do numér nga 1 deri
né 26 éshté né saktésisht njérén nga kéto dyshe. Strategjia e Benit éshté pas cdo lévizje té Anés, nése
Ana largon njé numér z, ai largon numrin qé éshté né té njéjtén dyshe me numrin z. Né kété ményré,
pas njé lévizje té Anés dhe Benit largohet njéra nga dyshet. Kemi 13 dyshe té tilla dhe 12 lévizje té Anés
dhe Benit, qé do té thoté se né fund, dy numrat e mbetur do té jené pjesé e té njéjtés dyshe, rrjedhimisht
Beni e fiton lojén.



2. Gjeni té gjithé numrat natyroré n > 1 me vetiné vijuese: pér ¢farédo pjesétues pozitivé a < n dhe b < n

té numrit n (jo-domosdoshmérisht té€ ndryshém) té tillé qé atb &shté numér natyror, atéheré aT'"b éshté

2
gjithashtu pjesétues i numrit n.

Zgjidhje. Shqyrtojmé sé pari rastin kur n éshté tek. Le té jeté p > 3 pjesétuesi mé i vogél i thjeshté i
numrit n. Nése n > p, meqé (p + 1)/2 éshté numér natyror, kemi (p +1)/2 | n, por 1 < (p+1)/2 <p
nuk mund ta pjesétojé n. Nése n = p, numrat e thjeshté qartazi jané zgjidhje. Késhtu, nése n nuk éshté
numér i thjeshté, mund té supozojmeé se n éshté cift.

Nése n plotpjesétohet me 4, duhet té kemi (2 +n/2)/2 =1+ n/4 | n = 4(1 +n/4) — 4 ¢é nuk éshté e
mundur pérveg nése n = 4 ose n = 12. Qartazi n = 4 éshté zgjidhje, kurse n = 12 jo, sepse (4 +6)/2 =5
nuk e pjeséton 12.

Nése n = 2 (mod 4), duhet t& kemi (14 n/2)/2 = 22 | n = 4(2F2) — 2 qé nuk éshté e mundur pérveg
nése n = 2 ose n = 6 qé jané zgjidhje.

Pérfundojmé qé zgjidhjet jané numrat 4,6 dhe té gjithé numrat e thjeshté p.

3. Le té jeté RT bashkésia e numrave realé pozitivé. Gjeni té gjitha funksionet f:RT — RT t& tillé qé pér
cdo z,y € RT vlen
F(f (@%) +2f()?) = 2yf (z+ f ()

Zgjidhje. Vérejmé se f(z) = z pér ¢do € R éshté zgjidhje, pasi 22y + xy? = xy(x + y). Fillojmé duke
marré x = 1, prej nga kemi

FUf) +F®)?) = yf(L+ f(y)).
Nése f(a) = f(b), meqé funksioni f éshté pozitiv, kemi

_ U@+ f@)?) _ fUO) + 707 _,
f(1+ f(a)) fL+£(b) ’

prandaj funksioni f éshté injektiv. Tani marrim y = 1/z, prej nga fitojmé

F(f(@) +2f(1/2)?) = fz + f(1/2)).

Meqé f éshté injektiv, tutje kemi
f@) +af(1/2)* =2+ f(1/2).
Duke zévendésuar x me 1/x né relacionin sipér, kemi

L J@? 1
xT

7(1/2) =~ + (@)

Nése shkruajmé A = f(x), B = f(1/x), nga relacionet e sipérme kemi

A+zB?>=2+B
B+1A2=144

Shkruajmé C = A — = dhe kemi

B+i(C+2)?=1+4 B=-1C?-C+.

x

{C:B(l—xB) — {023(1—;53)

Duke zévendésuar ekuacionin e dyté né ekuacionin e paré né sistemin sipér, fitojmé
2 (C? 1 2 2 2/ 42
Cl—+2C+z——| =0 <= C*((C+2)*-1)=0 < (A—x)(4°-1)=0.
x x

Meqé A = f(x) > 0, pér ¢do # € RT kemi f(z) = x ose f(z) = 1. Nga kjo kemi f(1) = 1 dhe meqé f
éshté injektiv, konkludojmé qé f(z) = x pér ¢do € RT éshté zgjidhja e vetme.
Shénim. Njé ményré tjetér pér té zgjidhur sistemin éshté duke zévendésuar B = —%AQ + % + A né

ekuacionin e paré dhe pas shumézimit me x, té shkruajmé ekuacionin kuadratik sipas x:

(A% —1)x? — 2A(A% — 1)z + A%(A* — 1) =0.



Nga kétu fitojmé faktorizimin

(A2 —1)(2® =24 + A} =0 <= (A*-1)(A—z)*=0.

Njé ményré tjetér: nga A + xB? = x + B kemi
Bxr—1=(x—A)/B,

kurse nga B 4+ 1A% = 1 + A (pas shumézimit me ) kemi
Bx—1=A(xz - A).

Prandaj patjetér (x — A)(A—1/B) = 0. Nése A = f(x) # z pér ndonjé x, kemi AB =1, pra (z — A)A? =
r—A <= (z—-A)(A%?—-1) =0. Meqé A # z, kemi f(z) = 1, por kjo ndodh vetém kur z = 1 nga
injektiviteti (pasi f(1) = 1 rrjedh nga zévendésimi z =y = 1).

. Le té jeté AABC trekéndésh me gendér té réndesés G. Njé drejtéz qé kalon népér G pret brinjét AB dhe
AC né pikat M dhe N, pérkatésisht. Le té jené M’ dhe N’ reflektimet e pikave M dhe N ndaj meseve
té brinjéve AB dhe AC, pérkatésisht. Le té jeté p drejtéza qé kalon népér B dhe éshté paralele me M N’
dhe le té jeté ¢ drejtéza qé kalon népér C' dhe éshté paralele me NM’. Tregoni qé drejtézat p dhe g priten
né drejtézén MN.

Zgjidhje. Le té jené X dhe Y piké prerjet ¢ BN’ dhe CM’' me M N, pérkatésisht. Vérejmé se pér
ABNN’ kemi qé BG éshté mediané dhe qé¢ G e ndan medianén né raport 2 : 1 prandaj G éshté gendér
e réndesés s¢ ABNN’, dhe ngjashém edhe e ACMM’'. Nga kjo i bie q¢ NG e pérgjysmon segmentin
BN’ pra X éshté mesi i BN’. Ngjashém Y éshté mesi i CM’. Le té jené M"” dhe N” reflektimet e M
dhe N ndaj X dhe Y, pérkatésisht. Pasi q¢ BN’ dhe M M" kané mes té njejté i bie q¢ BMN'M" éshté
paralelogram prandaj BM" | MN’. Ngjashém CN" || NM'. Tani nga vetité e gendrés sé réndesés kemi

qge

XY:XG+GY:G7N+GTM=@;&MXJFYN:MN—XY:MN—@:@.

MN
Tani, MM" + NN" =2MX +2NY =2(MX + NY) = QT = MN, prej nga rrjedh M” = N”. Pra

M" dhe N jané e njéjta piké dhe pérfundimi rrjedh.




