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1. Beni ka n shkopinjé me gjatési 1,2,...,n. Ai déshiron té formojé njé trekéndésh barabrinjés duke i
pérdorur secilin nga kéta shkopinjé pér t’i ndértuar brinjét e trekéndéshit, né até ményré qé secila brinjé
té keté numér té ndryshém té shkopinjéve. Cila éshté vlera mé e vogél e n pér té cilén ai mund ta béjé
kéte?

Zgjidhje. Meqé c¢do brinjé duhet té keté numeér té ndryshém té shkopinjéve, atéheré duhen té paktén

1+ 2+ 3 = 6 shkopinjé, pra n > 6. Shuma e gjatésive té shkopinjéve éshté 1+2+---+n = % Meqé

n(n+1)/2 _ n(n+1)
3 6 :

brinjét e trekéndéshit duhet té kené gjatési t€ barabarté, atéheré secila brinjé ka gjatési
Kjo gjatési duhet té jeté numér i ploté, prandaj n ose n + 1 duhet té jeté shuméfish i numrit 3.

Numri i paré qé i plotéson kéto kushte éshté n = 6. Pér n = 6, gjatésia e brinjéve éshté 6—67 = 7. Meqé té
gjithé shkopinjét kané gjatési 6 ose mé pak, duhen té paktén dy shkopinjé né ¢do brinjé. Atéheré numri i
shkopinjéve qé duhen gjithsej éshté té paktén 24 3 +4 =9, qé éshté mé shumé se qé kemi.

Né té njéjtén ményré tregojmé qé as n = 8 nuk funksionon, ndérsa pér n = 7 gjatésia nuk del numér i
ploté.

Pér n = 9 Beni mund ta formojmé trekéndéshin né kété ményré:

2. Le té jené = dhe y numra realé pozitivé té tillé qé 22 + y? + 1 = 3zy. Tregoni qé
T+y =2
Zgjidhje. Do pérdorim faktin qé nése ¢ éshté numér real, atéheré t> > 0. Nga kushti kemi qé

ry=a2*—2zy+y*+1=(r—y)?+1>1



Prandaj ry > 1. Pasi x dhe y jané numra realé pozitivé, mjafton té tregojmé se (x + y)? > 4. Duke
pérdorur kushtin pérséri dhe xy > 1 kemi

(x+y)?=a?+22y+y’ =6y —1>5-1-1=4.

. Le té jeté AABC trekéndésh me masén e kéndit ZBAC = 120° dhe gjatésité AB =1, AC = 2. Le té jeté
D njé piké né brinjén BC e tillé qé drejtéza AD e pérgjysmon kéndin ZBAC. Gjeni gjatésiné e segmentit
AD.

Zgjidhje. Le té jeté Y njé piké né AB e tillé q¢ YD || AC. Vérejmé se nga vetité e paralelizmit kemi qé
YDA =/ZDAC = 60°, pra AAY D éshté barabrinjés. Shkruajmé me x gjatésiné e segmentit BY. Nga
kjo del se YD = AD = AY =1 — z. Tani, nga teorema e Talesit kemi

BY YD x l-u 1 2

BA AC’(:>1 2<:>x T <— 3z <~ T 3<:> x3

2
PasiqéAD:AY:lfxkemiq'éAD:g.

. Pér secilin numér natyror, Ana kryen kété veprim: ajo mbledh té gjitha shifrat né pozitat tek té numrit
dhe késaj shume ia zbret dyfishin e shumés sé shifrave né pozitat ¢ift. Renditjen e shifrave ajo e fillon nga
e djathta, pra shifra e njéshéve éshté né pozitén e paré, shifra e dhjetéshéve né pozitén e dyté, e késhtu
me radhé. Pér shembull, pér numrin 1483, pas kryerjes sé veprimit Ana fiton

3+4 —2 x (8+1) =11
pozitat tek pozitat gift

Ana véren se ndonjéheré dy numra té ndryshém japin rezultatin e njéjté pas veprimit té saj. Pér sa mund
té ndryshojné mé sé paku dy numra té tillé?

Zgjidhje. Tregojmé se ndryshimi mé i vogél i mundshém pozitiv éshté 3. Shkruajmé me S(n) veprimin
e Anés né numrin n. Sé pari 1000 — 997 = 3 dhe

S(997) =94+7-2-9=-2=0+0—2-(0+ 1) = 5(1000).

Tani tregojmé se ndryshimi nuk mund té jeté 1 ose 2. Supozojmé se m —n = 1. Nése numri n ka shifrén
e paré mé té vogél se 9, qartazi nuk mund té kemi S(m) = S(n) pasi m dhe n dallojné vetém tek shifra e
njésheve. Prandaj mund té supozojmeé se

ku shifra 9 pérséritet k heré, dhe x éshté shifér < 8. Tani pér numrin m kemi

m=n+1l=---(x+1)00---0.
k

Pasi shifrat e m dhe n pas shifrés né pozitén k + 1 jané té njejta, mjafton té krahasojmé k + 1 shifrat e
para. Nése k éshté tek, kemi

k41

k—1 —k
() =——-9-2 (2'9”> =2 g et S = 24 1)+




ku + -+ nénkupton veprimin e Anés né shifrat pas . Tani S(m) = S(n) jep # -9 = =2, por asnjé
numeér tek k nuk éshté zgjidhje e kétij ekuacioni.
Ngjashém, nése k éshté ¢ift, kemi
k k k
S(n)=5-9+x—2 <2«9> toe= g 9t Sm) = ot

Pérséri S(m) = S(n) jep —g -9 =1, qé nuk vlen pér asnjé numér cift k.

Tutje supozojmé se m —n = 2. Nése numri n ka shifrén e paré mé té vogél se 8, qartazi nuk mund té kemi
S(m) = S(n) pasi m dhe n dallojné vetém tek shifra e njésheve. Késhtu mund té supozojmé se

n=---2x99---9a
——
k

ku shifra 9 pérséritet k heré, a € {8,9} dhe x éshté shifér < 8. Pér numrin m kemi

m=n+2=---(x+1)00---0(a — 8).
k

Sikur mé herét, shifrat e m dhe n pas shifrés né pozitén k+2 jané té njejta, prandaj mjafton té krahasojmé
k + 2 shifrat e para. Nése k éshté tek, kemi

k—1 k+1 k+3
S(n)—S(m):a+T-9+x—2~ <—£9> —((a—8)+x+1):—%+7
qé nuk mund té jeté 0 pér asnjé numér tek k. Nése k éshté ¢ift, kemi
k k k
S(n)—S(m):a+§-9—2~ 5-9+x —((a—S)—2-(fc+1)):—§-9+10
é poashtu nuk mund té jeté 0 pér asnjé numér cift k. A

Shénim 1. Vlerat k = 1,2 mund té eliminohen shumé mé lehté duke vérejtur se S(n) = n (mod 3),
prandaj qé té kemi S(n + k) = S(n), patjetér duhet té vlejé k =0 (mod 3).

Shénim 2. Shembulli n = 997 mund té gjendet me llogaritje té ngjashme sikur né zgjidhjen sipér. Pér
shembull pér k cift fitojmé ekuacionin

S(n)—S(m):a+E-9f2~ <~9+x)((a7)2~(x+1));€~9+9

qé éshté 0 pér k = 2 dhe ciléndo nga shifrat a« € {7,8,9}. Né fakt, kjo llogaritje tregon se ekzistojné
pafundésisht numra té tillé duke marrur n = - - - 99a ku shifrat pas shifrés x jané té ¢farédoshme, 0 < x < 8
dhe a € {7,8,9}.



